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IN MATEMIATICA ELEMENTARE

Esperienze e proposte
di didattica matematica. 8

- Sarcbbe farsi delle grandi illusioni il credere i poter
dare una definizione completa ed esaustiva della mate-
matica. La celebre frase di B. Russcll che descrive la ma-
fematica come « queila scienza in cui nen siosa di che
cosa s patia. ¢ nolt $iosa s2 cio che st dice € vevo », na-
sconde una grande verila sotlo aspetto un po’ parados-
sale. Si potrebbe wittavia wsservare che questa frase, pur
essendo brillante e a moda suo — prolonda. non pre-
senta tutti i caratterl della matematica. 11 fatto che 1a
complessita di questa scienza sfugge ad una delinizione
completa ¢ forse un vantaggis, perché permette di sfor-
zarsi di dire cose diverse ¢ di illustrare certi aspetti che
sanu forse meno comuncmente constderati. Queupandoci
di questioni a livello molto pitl basso, vorremmo cercare
di dare qualche csempio che serva di aiuto nell'opera
didattica. pergendo Poccasione agli inscgnanti di attira-
re l'attenzione degli allicvi su un aspetio della matemati-
ca che si distacca dalla immagine volgarmente attribuita
a questa maleria; essa invero viene sfudiata (quando lo
¢) spesso come un insieme di ricette, di procedure, di
regole ¢ di formule. Non € raro il caso in cui. di fronte
a certi problemi che non si possono risvlvere con la
utilizzazione di una formula, il giovane rinunci, dicendo
che « non si pud risolvere ». Egli intende csprimere con
queste parole il fatto che non possiede (0 non ricorda)
formule che diano la sclvzione.

Questo atteggiamento pud anche essere dettato dalfa pi-
grizia, ma forse ¢ anche fondato su una visione non
troppo ampia delta matcria, da fare risalice forse al tipo
di msc_gnarmmo ricevuto. Proprio per contrastare questa
visione, vorremmo sforzaret di dave cittadinanza nell’am-
bito delfa matematica, ad ogni procedura che sia razio-
nale e che wvtilizzi in qualche modo il procedimento di
simbolizzazione ¢he ¢ una delle caratteristiche della ma-
tematica.

Vorret poter insistere su entrambi i caratteri del ragio-
nare matematico ai quali ho acecennato;, anzitutto sul ca-
rattere di razionalita del comportamento, per avere pid
infurmazioni su una determinata questione di quanto se
ne avevano al momento in cui i problema ¢ stato for-
mulato. Si ¢sclude quindi il tivare ad indovinare, 1a con-
sultazione di veggenti ¢ altre cose,

In sccondo luego ta procedura per ottenere ulteriori in-
formazioni ¢ quella di utilizzazione di determinati sim-
bolismi, che possono essere svariatissimi da caso a caso,
iquali con la lore sintassi interna parmetiono di dedur-

1e le proprictd delta realtd che si vuole rappresentare ol
linguaggio dei simboli sediti.

Tra o procedure che stanno diventando di moda i gue-
st uhtimi tempi, seno da ricordare quelle che si chiamuno
comipemente procedure di programmazione.

Esse sono rese quaosi necessatic per le numerose guestin-
ni di wenica e odi cconomin che vengono poste da que-
ste scivnze alla matomatica. Ne conscgue dunque che ia
iatemuatica sioarricchisee di procodimenti ¢ di simbolbi
che eranu sconosciuti 0 nun comunemente impiegati sol-
tunto qualche decennio fa, ma che non escone datlo sche-
ma concetteale della nostea scicnza. cost come vorrenum
cercare di presentarfo.

E vorremmo osservare ulicriormente che questi procedi-
menfi non seno necessariamente ad alto livelle: al contra-
rio riteniamao che insegnante accorto possa attivare 1at-
tenzione degli studend su questi aspetti defta materia ad
cgni livello di inscgnomiento, addirittura pensiame al li-
vello clementare. Lo scopo da conscguire dovrehbe esse-

e da una parie il suscitare I'ivucrcssc degit allievi ¢ dal-

Caltra quello di far toro prendere Vabitudine detlanalisi
logica rigorosa dei compertamenti ¢ la coscienza esplicita
delle leggi deta logica che sono utilizzate in modo per
cosl dire « naturale » net nostri comportamenti, anche i
pit banali.

Per dare un csempio di ¢io che vorremmo esprimere.
vorremmo sotfermarci su tna operazione del tutie clemen-
tare che consiste nella ricerca Ji ua portone di cui s
conopsee i numcro. in una data strada. Siopotrebbe pen-
sare che questa operazione nen ha nulla di scientifico ¢
sopratutto non ha nulla a che vedere con la matematic..
Ci permertiama di diszentire da questa opiatone. perche
penstama che o ricerea in questione sia molto fucilitatn,
anzi acquisti Al carattere di un procedimento ad c-ito
sicuro quando si tengane presenti due circostanze fon-
damentali: anzitutto © mmmeti Jdei portoni sono stati as-
segnati con Posservanza di cerle convenzioni ¢ pertani
siopresentano come nomi di ecrie cosc (i portond) che
appartengono ad e certe linguageio (quello dei simbedi
della paatematica): in sceonde lusgo il linguaggio seelto
ha certe propricta che permettons di dedurre logicamen-
te alte informazioni da gueile che si possecggono al-
Uinizio.

Siopeasioinfatti ad una asseenazione di nomi che faccia
viferimento alle professioni degli abilanti: in questa ipo-



20

BIDATTICA DFELLE SCIENZE - Nu:nero j¢

tesi non vi € alcuna ragione perché la « porta del bar-
bicre » sia sullo stesso marciapicde di quella « del sarto ».
Invece se nell'assegnaziene dei numert si seguono e con-
venzioni abituali, allora per cscmpio i due portoni che
portano due numeri che hanno la stessa paritd sono sem-
pte sullo stesso marcrapiede.

Qra pud esscre interessante analizzare il comportamento
di un cirtadino che ricerca un portone che porta un cer-
to numero N in upa drada nella quale 1 numert da
portoni sono slan assegnati secondo la convenzione abi-
tuale; in forza di questa, se si percorre la strada ncl
senso dei numeri crescenti, si hanno 1 nunieri pari alla
destra ¢d i dispari alla sinistra, ¢ due portont successivi
su un medesimo marciapicde hanno ovsiamente piinert
{pari o dispari} tmmediatamente successivi.

Ripetiamo che Panalisi che segue pud essere giudicata inu-
bic ¢ tale da yendere complicata una operazione per sé
semplice; ma a nostro pasere noi la giudichiamo tale per-
cheé per abitudine compiumo tuitte le operazioni molto
rapidamente ¢ senza rendercene esplicitamente conto. Men-
tre invece ¢ utile analizzare ogni momento del procesdi-
mento per renderci conto esplicitamente delle due circo-
stanze essenziali che ubbiamo ricordate poca [a.

I programma per la ricerca pud esscre “presentato sot-
o l'aspetto del diagramma di tlusso (che viene spesso
indicato con l'espressione inglese flow chart); e 1o pre-
sentiamo qui perché pensiamo che la compilazione di
un diagramma di flusso sia utile per acquisire la menta-
lita matematica, proprio per l¢ ragioni che abbiamo espo-
sto ripetutamente,

Supponiamo dunque che il cittadino cerchi il portone che
corrisponde al numero N e che si trovi di fronte ad un
portone che porta il numero n.

[l programma pud essere stilato in due parti, che corri-
spondono alle due ipotesi di N pari e di N dispari.

Sia anzitutta N pari: si hanno allora le operazioni, logi-
che e pratiche della Tab, 1.

Nel caso in cui N sia dispari si ha un diagramma analo-
go a questo, che si otticne scambiando nel secondo le pa-
role « pari » e « dispari » tra loro e pure le parole « de-
stra » e « sinistra » tra loro.

I programma che abbiamo elaborato or ora si riferisce
ad un problema pratico; tuttavia ricordiamo che ncla
matematica, anche elementare, i procedimenti analoghi
sono molto comuni, Tali sono per esempio molti proce-
dimenti che si riferiscono alle operazioni aritmetiche che
vengono spesso chiamate « inverse »: per esempio la ni-
cerca del quoto tra due numeri naturali oppure il calcolo
della radice quadrata di un numero razionale.

Diamo dzgli esempi relativi al primo dei due problemi;
a tal fine, dati che siano due numcvi interi naturali a e
¢ (con ¢ # 0) indichiamo col simbolo quot(a, ¢) il mas-
simo intero che moltiplicato per ¢ it un risultato non
supcriore ad a.

H programma potrebbe essere formulato nel mode descrit-
10 in Tab. 2.

! programma che abbiamo dato or ota rientra nella in-
terpretazione della ricerca de! quoto tra due numeri, de-
scritta talvolta come « operazione inversa della moltipli-
cazione »; € possibile tuttuvia concepire la ricerca del
quoto come operazione di « sotfrazioni successive ».
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TAB. 2 :
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PARTENZA

confronta
ccona

& quot{a,.c) = 0

no

poni a (0] = a

caleola
a(n) = a(n-1) -c i

!

confronta
¢ con a(n)

no .
sostitursci

ntladn

n = gquot(a.c)

TAB. 3

In questa scconda manicra di vedere iV caleolo di
quot (¢. ¢) potrebbe essere ottenuto con un procedimento
Ya cui programmasione ¢ data dat disgramma di {lusso
di Tab. 3. '

St potrebbe trautare per esercizio il problema di dimostra-
re la sostanzjale equivalenza dei due procedimenti; un
problema pure interessante sarcbbe quello di costruire il
diagramma di flusso del procedimento abitualmente inse-
gnato nei corsi di aritmetica elementare; ¢id porterebbe a
constatare il fatto che certe « regole » non sono altro che
una programmazione razionale di lentativi per giungere ad
un determinato scopo.

Come abbiamo gia detto ripetutamente, I'analisi che ab-
biamo svolta non ha lo scopo di complicare le cose (come
si potrebbe pensare a prima vista) ma di rendere conto
esattamente del significato di tutte le operazioni logiche
ed aritmetiche che si fanno, anche per una operazione a
livello elementare.

3 - 1l lettore si sard accorlo che nei procedimenti elemen-
tari esposti finora si inconrrano dei momenti fondamenta-
i nei quali ¢i confromano tra loro duc numeri. Cio ci
convinee ancora una voita che per condurre a termine
tali procedimenti si sfrueta in modo essenziale una pro-
priviir dell'insieme numerico: tale proprictd potrebbe es-
scre espressa in parole dicendo che 'insieme dei numeri
naturali € totalmente ordinato, avendo come relazione di
urdine guela che viene espressa con e parole « maggio-
re di» oppure « minore di ». Sarchbe molto istrurtivo
analizzare anche altri procedimenti che hanno sostanzial-

mente lo stesso [ondumentu: st pensi per esempio alla
riceren di una parola in un vocabolario. Non ¢i soffer-
miamo qui su queste idee, Hastandoct aver acecnnato
aguesti Fatti per ceteare di suscitare nel lettore ta ricerea
di ahi esempt che sono sioelementari ed abitcali, ma
sono puie istruttivi ai fisi che ¢t proponiamo. Vorrem-
mo invece fare un passo avupti, csservando che i prove-
dimento di confronto tra due numeri trova applicazion:
in una miviade di proklemi pratici che potrebbero essere
classtficali sotto la denominazione comune di « problemi
di olirmizzazione ».

In questi problemi, che si presentano spessissimo nella
pratica ¢ nella teenica, sitratta sostanzialmentz (i ricer-
care it mussimo (o il mimimo) di ca insieme uumerico,
data sotto varic forme ¢ sotto varie ipotesi vincolative
Tale & per esempio # probiema classico deil’analist ma-
tematica che consiste petla ricerca del valore mas:imo pra-
so da una data funzione reale f (x) di una variabiic rea-
le & in un certo intervallo.

Sappiamo bene che nelly ipoiesi che la funzione ammetta
derivate uclltutervallo considerato. it problema viene ri-
condotto alla ricerca delie radicy Jdcla derivata £ (x)

(n altre parole. e ipotesi cnunciate permettono di ricon-
durre il probicma della ricorea de! massimo ad un witro
problema (gueilo della ricerca delle radici di una cquuzio-
nc) che st presume pra sempiice.

Tutavia vi suno maeltissuni cast in o Iz dpotest non
sono valide ¢ quindi il precedimento della ricerca del
musstine dell'insieme numerico deve cssere ricondotto al
contronto diretto. Questi casi sono talvolta molio istrutu-
vi, perche permettono alt'insegrante di mettere in rilievo
Pimportanza della utilizzazione metodica delle proprictd
formali dela relazione d'ordine nell’insicme dei numert
reali.

Inoltre questi casi permettono anche di richiamare [ai-

. tenzione sul fato che il comporiamento razionale cansi-

ste nella programmazione esatta, che permetta di assicu-
rarc che si sono esaminati veramente tutti gli element
dell'insieme numerico. L'esempio che analizzeremo subitc
permettera di precisare ulteriormente il nostro pensieto.
Si consideri la tabella |V; in essa & dato un rcticolato
cartesiano in cui sono scgnati con circoli soltanto i pun-
ti a coordinate intere. 1 circoli sono divisi in due meta:
in alto a sinistra sono dei numeri interi che possono es-
scre considevati come i valori di una funzione.
Consideriamo una spezzata ehe parta dat punto pilt in
basso a sinistra ('origine de) sistema carlesiano) e tocchi
cinque circoli; gli spostameali possono esscre fatti con
passi clementari, diretti in alto oppure a destra.

Pertanto ad ozni passo viene raggiunta una delle linee
oblique discendengi dall’alto a sinistra al basso verso de-
stra. Ad ogni cammino viene attribuito un valore inteco
che sioottiene sommando i numert seritd (in alto a sint-
stra) in ogni cerchietto toccato: si tratta di scegliere il
cammino a cui corrisponde il numero massimo. Per que-
sto problema elementare non si direbbe che esistano re-
gole, almeno nel senso comune del termine, per ta so-
luzione.

A prima vista, un modo sicuro per programmare la ri-
spousta ¢ quello di escogitare un simbelo per rappresenta-
re tutti t cammini possibili, di wuisa che si possa rag-
piungere la sicurezza di aver compudato tutte le possi-
bili somme.
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Un modo per raggiungere questo scopo polrchbe essere
il scguente: attribmiamo il simbolo « V » ad ogni rauto
orizzontale ed il simbolo « 0» uad ogni travo verticale:
ailora un cammino sard rappreseniato da un simbolo co-
stitito dalla successione di cingue simboli clementar.
Questa scelta ci otfre a#nche la possibilita di determinare
il numero di possibili cammini: invero sc interpretiu-
mo i simboli scefti come cifre di numeraziope in buse
due, il numero di cammini ¢ dato dal massimo numero
rappresentabile in basc dus con cinque simboli; poiché
si hanno due scelte per ogni posto, ¢ subito visto che
il numero dei cammini ¢ 2° = 32. 1 cammini possibili
si potranno clencare tutti nel modo seguente: siserivano
twtl i numeri, da zero a 31 estremi inclusi, ¢ poi siorap-
presentino in basc due, completundo cventualimente cen
detie cifre zero a sinistra, fino ad cuitenere 1 ogni caso
una successione di ¢ingue simboli. St otterrannu cost 32
numert interi, tra 1 queali siopotra sceglicre i) maggiore.
Queste  provedimento potrebbe essere considerale come
treppo pesante, ma esserviamo che esso ¢ perfetiuiente
sicuro e razionale, Siopud tuttavia cercave di rendere it
proccdimento meno laticosu ¢ pit elepante utilizzando
qualche osscrvazione che faremo subito ¢ che. opportu-
namente generalizzata, forma Ja base del metodo della
« Programmazione dinamica » del Bellmann, A tal lhine
prendiamo in considerazione le Jince oblique discenden-
ti da sinistra in alto a destra in basso, che segnano i
vari passi di clascun cammino. Supponiamo  Ji esserc
giunti con un determinato cammino ad un punto dehia
penultima linca: da questo punto posstamo muovercel sok-
tanto in due modi, andando ad un punto dell'ultima: o
camminando verso destra oppure verso l'alo, ¢ ci por-
teremo cost sull'ultima linea. Ora sc il cammino che ab-
biamo percorso fino a quel punto & ottimale (cioe tale
da darci fa somma massima) dovremo sceglicre come
ultimo passo i} cammino elementare che ¢i porta al pun-
to dell’'ultima linea nel quale si ha il valore maggiore
della funzione. Pertanio ripetendo il ragionamento per
ogni punto della penultima linea. saremo condotti a con-
giungere ogni punto di questa con uno solo dei due pun-
i dell'ultima che da esso sono raggiungibili. In altre pa-
role, se siamo giunti ad un punto della penultioa liaea,
il cammino elementare successivo ¢ obbligato, Possiamo
quindi ignorare i punti delt'ultima linea, a patto di som-
marc il numero che compete a ciuscuno di essi al valo-
re che compete all'unico punto debla penuliima, che pud
¢Sscre congiunto con esso da un cammino clementare che
fa parte di un cammino ottimale. Pertanto in ogni cor-
chietto della penultima linca seriveremo, nella parte a de-
stra in basso fiora libera, la somma dei vafori della fun-
zione che competono a guet punto od a quello dell’ulti-
ma lines col quale esse ¢ congiunto, Stumo cosi ricon
dotti ad un problema nel quale i passi da compicre sono
solianto quattre. purché consideriamo come valori della
funzione sui pumti della penultima Tinea e somme che
abbiamo gid calcolate. € chiaro ora che il procedimento
nud cssere ripettto per lu terz'ultuna linca e comduce chia-
ramente allu determinazione del camimino cui compete
it valore ottimale; & wnche chiaro che sulla qualita di
ottimatith di tale percorso non inflluisce # valore della
funzione nell'origine, valore che pertanto non € state ws
segnato. In figura il pereorso ottimale € stato segnito con
trecce. Se ovoglinmo adeutare il simbolismo ¢he abbiamo

spicgato prita, ad esso competerchbe il simborwo 10101,
Osserviamo infine che 1 caleeli od i ragivnamenti svalti
sono ad un livello assolutamente clementare e quindi pe-
trebbero undmente essere presentati da insegnanti che de-
siderino sveghiare interesse degli allievi ¢ dare una ira-
magine pit aperta e nuova della matematica.
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